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1 Gérer des EDO d’ordre 2, 3,

Equation d’un amortisseur soumis a une excitation de pulsation w :
my" = —cy — ky + acoswt
Pas une équation d’ordre 1. Comment la gérer ?

On introduit Y (¢) = (y(¢),y'(t)).
En posant 7 : (z,y) — zetm : (z,y)— 1:

Y'(t) = (v (1), y"(1))
= (y'(t), (—cy'(t) — ky(t) + acoswt)m™)
= (m(Y(®), (—em(Y (1)) — kmo(Y () + accoswt)m ™)
=F(t,Y(t)
ouF:(t,Y)

On s’est ramené a une équation d’ordre 1!

Résolution :

= 250 # kg

omega = 1 # s *xx (—1)
alpha = 0 # N

k = 1000 # N /' m

c =500 #N xm x sxx(—1)

yo =1 #m

ypO = 0 # m . s*x(—1)
t0 =0

tl = 20 # s

n = 1000

h = float(t1 — t0) / n

def F(t, Y):
y, yp =Y
ypp = (—c*xyp — kxy + alphaxcos(omegax*xt)) / m
return array([yp, yppl)

les_t, les_y = euler_vectoriel(F, tO0, ti,
array ([y0, ypOl), h)
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def phase(legende, nomfichier):

1.0 ‘ Amortisseur(‘:=1200Nms" : _, les_y = euler_vectoriel(F, t0, t1,
array ([y0, ypOl), h)
pl.clf()
o0k : ] pl.xlabel ("$y(t)$")
pl.ylabel("$y’(t)$")
pl.grid()
0.6l ] pl.plot(array(les_y)[:, O], array(les_y)[:, 11)
_ pl.title(legende)
= pl.savefig(nomfichier)
0.4
Portrait de phase (amortisseur, ¢ =100 Nms ™"
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wl 3 Influence du pas de discrétisation
On reprend I'exemple de 'amortisseur, avec ¢ = 100 et avec différentes valeurs du
‘ ‘ pas de discrétisation h = (t; — to)/n :
0-05 5 10 15 20

2 Portraits de phase

On porte sur le graphe les couples (y(t),y'(t)) :
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Le dernier graphe est clairement délirant sur le plan physique... (voir livre, notamment
fig 9.19 p243)

Plusieurs facteurs contribuent a l'erreur :

— des erreurs de méthode (la méthode d’Euler n’est pas parfaite)

— des erreurs de calcul (les flottants ne sont pas les réels)

Pour les erreurs de méthode, on dit qu’il y a convergence si, quand n tend vers +oo
(donc quand h tend vers 0), erreur de méthode tend vers 0.
Il y a convergence si

1. certaines conditions de stabilité de la méthode employée sont respectée

2. et la somme e(h) des petites erreurs commises a chaque étape tend vers 0 quand
h tend vers 0 (e(h) : erreur de consistance).

On dit qu'une méthode est d’ordre p si 'erreur de consistance est un O(Kh?).
La méthode d’Euler est une méthode d’ordre 1.

4 Autres méthodes

4.1 Méthode d’Euler implicite

La méthode d’Euler présentée jusqu’ici est dite explicite :

Yhs1 = Y + hE(tg, yr)



Méthode d’Euler implicite

Ykr1 = Yk + RE (tk, Yey1)

Inconvénient : pour trouver yy. 1, il faut résoudre une équation (numériquement).

Avantage : souvent plus stable.

4.2 Méthode de Heun
Siyn = y(tn), il existe ¢ €]t,, tni1[ tel que
y(tn+1) =Yn+ hy/((j)

Tout le probléme est d’estimer y'(c).
Idée de la méthode d’Euler explicite :

y'(©)=y(ty) =k otk = y'(tn) = Fl(tn, yn)
Idée de la méthode de Heun :

y'(c) ~ Y (tn) + 9 (tna)

2
F(tm y(tn)) + F(tn+l7 y(tn+l)) /
~ : — F(t
2 (Y = F(t,y))
~ kl + F(tn+1:yn + hkl) (y(t +1) ~y + hkl)

2

On pose donc :

h
Ynt+1 = Yn + §<F(tn7 l/n) + F(tn+17yn + hFUml/n)))

La méthode de Heun est d’ordre (de convergence) deux.

4.3 Méthode de Runge-Kutta

Pour évaluer y/(c), on calcule

ki + 2ky + 2k3 + ky
6
ol k1, ko, k3 et k, sont des évaluations des pentes :
k, pente en y,
ky pente évaluée en ¢, + g en utilisant k; pour estimer y(t, + %)
ks pente évaluée en y, + % en utilisant &, pour estimer y (¢, + %)

k4 pente évaluée en ¢, + h en utilisant k3 pour estimer y(¢,, + h).

kl = f(tn7 yn)
h h

k? = f(tn + 57 Yn + §k1)
h h

k‘d = f(tn + 57 Yn + §k2)

k4 = f(tn + h7 Yn + hk3)

1l s’agit d’'une méthode d’ordre de convergence 4.
Elle est facile a programmer et donc trés populaire.
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